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Ozetce —Bu bildiride dogrusal isaret modeli icin model
varsaymmlari icerisinde kalarak, analiz penceresi uzunlugu veya
giris isaretinden alinacak o6rnek sayisi secimi icin kullanilabilecek
bir yontem anlatilmistir. ilgilenilen isaretin bilinen bir dogrusal
uzayda yer aldig1 ve isaretin giiriiltiilli Orneklerinin bulun-
dugu varsayilmaktadir. Amag, isaret modeli disina ¢ikmadan
giiriiltiiniin etkisini azaltmak icin olabildigince ¢ok isaret 6rnegi
kullanmaktir. Onerilen yontemi gosteren bir adet 6rnek uygulama
da sunulmustur.

Anahtar Kelimeler—Isaret Modellemesi, Dogrusal Modeller,
Parametre Kestirimi

Abstract—A method is presented for the selection of analysis
window length, or the number of input samples, for linear signal
modeling without compromising the model assumptions. It is
assumed that the signal of interest lies in a known linear space
and noisy samples of the signal is provided. The goal is to use
as many signal samples as possible to mitigate the effect of noise
without violating the assumptions on the model. An application
example is provided to illustrate the suggested method.

Keywords—Signal Modeling, Linear Models, Parameter Esti-
mation.

I. GIRIS

Bircok uygulamada, islemenin ilk adimi olarak giris isareti
uygun ve matematiksel olarak ifade edilebilen bir yontem
ile modellenir. Uygun bir model se¢cimi ve model paramet-
relerinin girdiden kestirimi sonrasinda modeli temel alan ¢ok
cesitli igaret isleme uygulamalar1 girdi iizerinde gercekles-
tirilebilir. Istatistiki isaretlerin sadece kutuplu siizgec ciktisi
olarak modellenmesi, rastgele olmayan isaretlerin sadece sifirl
bir siizgecin diirtii yanit1 olarak modellenmesi gibi uygula-
malar modelleme ve parametre kestirimi agamalarinin bilinen
ornekleridir. Tercihen, isaret modeli olabildigince basit ayni
zamanda da ilgili isareti yiiksek dogruluk ile modelleyebiliyor
olmalidir. Modelin basitliginin 6nemli olmasinin nedeni, kar-
masik modellerin giris isaretinden kestirilmesi gereken ¢ok
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sayida parametre icerebilmesi ve daha sonraki isaret isleme
uygulamalarinin karmagik modellerle zorlagiyor olmasidir.
Model se¢imindeki temel yaklagimin Occam’in ilkesi olarak
bilinen yararli modeller arasindan en basit yani en az sinirla-
masi1 ve varsayimi olan modeli kullanma oldugu soylenebilir.

Bu caligsmada igice gegmis modeller i¢in, secilen modele
en uygun analiz penceresi uzunlugunu bulma problemi in-
celenmektedir. Icice modellerden olusan bir ailede, yiiksek
karmasikligi olan model daha diisiikk karmasikliktaki model-
leri 6zel durumlar olarak kapsar. N noktali siizgeclerin diirtii
yanit modelleri ya da sadece-kutup modelleme gibi degisik
isaret igleme uygulamalarindaki isaret modelleri, igice mo-
deller olarak diisiiniilebilir. Bu c¢alismada bilinmeyen para-
metreleri olan dogrusal modeller ele alinmaktadir. Somut bir
ornek olarak verilen bir giris isaretine polinom uydurulmasi
verilebilir. Polinom derecesinin se¢imi, diisiik dereceli model-
lerin daha yiiksek dereceli modeller i¢cinde kapsandigi yani
icice modellerin bulundugu bir model se¢imi problemi olarak
diistiniilebilir.

Model derecesi se¢imi degisik bakis agilarindan incelenmis
bir problemdir. Konudaki en eski c¢aligmalardan biri, model
parametrelerinin kestiriminden sonra modelin genellestirilmis
olabilirligi ile dogru, kullanilan parametre sayisi ile ters oran-
tili olarak degisen Akaike Bilgi Kriteri’dir (AIC), [1]. Yiik-
sek dereceli modellerin kullanimi modelin gosterim hatasini
azaltmakta veya bir baska deyisle genelestirilmis olabilirligi
arttirmakta ve bu gekilde kritere olumlu bir etkide bulunurken
parametre sayisinin artmasi olumsuz bir etkide bulunmaktadir.
AIC bu iki etki arasinda denge kurucu bir kriterdir. AIC ben-
zeri bagka kriterler de literatiirde Onerilmigtir, [5]. Bunlardan
Bayesian Bilgi Kriteri (BIC) ve Genellestirilmis Bilgi Kriteri
(GIC) birgok uygulamada kullanilmaktadir. Bu ¢alismada bu
kriterler ile ilgili olan analiz penceresinin secimi ele alinmistir.

II. PROBLEM TANIMI

Asagidaki dogrusal goézlem modelini ele alalim:

y=s+w=Ayp+w. (1
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Burada y N x 1 boyutunda toplanan veriyi, s ise mod-
ellenecek isareti temsil eden siitun vektorlerdir. Ay, ise bili-
nen, N X M boyutlarinda, siitunlar1 isaretin bulundugu uzay1
tanimlayan bir matristir. p bilinmeyen model parametrelerini
iceren vektordiir. w vektorii gozlemleri bozan, sifir ortala-
mali ve birim degisintili toplanir beyaz Gauss giiriiltiisiidiir.
Hedefimiz, s = A);p seklindeki modelleme varsayimini ihlal
etmeden model parameterlerini en dogru sekilde kestirebilmek
icin en fazla sayida gozlemi (N) kullanmaktir.

Model uyumsuzlugu olmadigi varsayimi ile, model para-
metreleri en kiigiik kareler yonetimi ile kestirilebilir. Denklem
(1)’deki kurguda, p vektorii icin en kiiciik kareler ¢oziimii ile
maksimum olabilirlik ¢6ziimii ayn1 olmaktadir, [3].

p= (ATMAM) ATy, 2)

Parametre vektorii kestirimi (p) bilindiginde, isaret kestirimi de
8§ = Ap olarak yazilabilir. Buradaki § vektorii verilen problem
kurgusunda s vektoriiniin maksimum olabilirlik kestirimi ol-
maktadir. I§aret modellemesinden sonra, toplanan veride kalan
hata asagidaki gibi yazilabilir,

-1
ENﬁM:y—S\: (I—Ak[ (A}CIA]\/[) Aﬂ)y
=Py y 3)

-1
Burada Pj{M =(I—- Ay (ALAM) AZA} matrisi, Ay

matrisinin goriintii uzayma dikey izdiisiiriictisiidiir. Denklem
(1)’deki y ifadesini, en pr = Pj{My ifadesine yerlestirmemi-
zle en v = Pj‘-Mw ifadesi elde edilmektedir.

Bu calismada, ||en ar||? (en,a vektoriiniin Oklit norm
karesi) ifadesinin istatistigi analiz penceresi secimi ic¢in ku-
lanilmaktadir. Istatistik literatiiriinde, ||ey a||* ifadesi Artik
Karaler Toplami (AKT) (Residual Sum of Squares, RSS)
olarak adlandirilir. Model uyumsuzlugu olmamasi durumunda,

AKTN’M = HGN,MH2 = wTPi'Mw N — M degigkeni
serbestlik derecesiyle ki-kare dagilimina sahiptir.
Daha once belirtildigi gibi amacimiz, modelleme

varsayimint  ihlal etmeden s =  App modelinin
parametrelerini olabildigince dogru kestirilmesini saglayacak,
uygun gozlem sayist (V) se¢mektir. Temel diisiince, gézlem
sayisint arttirirken AKT deki degisimi takip edilmesidir.

Model uyumsuzlugu olmadig1 varsayimi ile gézlem sayisi
N den N + 1’e yiikseltildiginde, AKT istatistikleri x%_ ,,’den
X3 41 € degigir. AKT’de gozlenen degisim yeni istatistik
ile “uyumlu” ise, gozlem sayisinin N’den N + 1’e yik-
seltilmesinin kabul edilebilir oldugu ve model varsayiminin
ihlal edilmedigi sonucu ¢ikarilabilir. AKT de gbzlenen degisim
yeni istatistik ile “uyumlu” degil ise, beklenmeyen AKT degeri
modelleme varsayiminin ihlalini gosteriyor olabileceginden
N + 1 adet gozlemin kulanilmasi1 reddedilir.

AKT takibini temel alan yaklagimin uygulanmasinda, dne-
rimiz ilgili modeli kapsayan daha yiiksek dereceli bir modelin
kullanilmasidir. Bu amagla ilgili model ile baglantili olan
matris Ajp; ve daha yiiksek dereceli bir model ile baglan-
tili olan matris ise Apsy ile gosterilebilir. Yiiksek dereceli
model diisiik dereceli modeli kapsadigindan asagidaki iligki
yazilabilir:

Ay =[a1 a2 any anry1] =[Av an+1]@)

Burada Ay = [a1 a2 apng] matrisi A 74 matrisinin
ilk M siitununda bulunan matristir.

Model uyumsuzlugu olmadigi varsayimi altinda, model-
ler igige oldugundan, yani range{Ap;} C range{Anr41}
oldugundan s € rangeiAM} ve s € range{A+1} oldugu
sOylenebilir. Ayrica, P Anris C Pj{M ifadesi yazilabilir. Son
ifade dikey izdiisiim uzaylarinin igice oldugunu soylemektedir.
Bu durumda asagidaki ifadeler yazilabilir:

N
> llefwl?
k=M-+1
N
AKTN 41 = |lenp1l|” = Z lefw|l®  (5)
k=M +2

Burada ey, k = {M + 1,M + 2,...,N} igin, Pj‘ ’nin
gorlintli uzaym doguran ortonormal vektorlerdir. Denklem
(5)’in tekrarlanarak uygulanmasi sonucunda agagidaki ifade
tiretilir,

AKTy v = llen,ml]® =

M+K
AKTn oy = AKTy i+ Y llex’wl®. (6)
k=M+1
Denklem (6)’daki esitligin model uyumsuzlugu olmamasi
kosulu altinda gecerli oldugu unutulmamalidir.

Bu calismada verilen gozlem setine model uygunlugunun
degerlendirilmesi icin agagidaki istatistigin kullanilmasini 6ne-
rilmektedir:

AKTn v — AKTN v+ k) K
AKTN m+x /(N — M — K)
Denklem (5) ve (6)’y1 kullanarak, F' istatisti§i asagidaki se-
kilde ifade edilebilir:

ol

@)

M+K
> lew"wl]?/K
ja _ k=M+1 . ®)
>, llex"wl[]?/(N = M — K)
k=M+K+1

Denklem (8)’de verilen kesirli ifadedenin pay ve paydasinin
birbirinden bagimsiz ve sirasiyla K ve N — M — K serbestlik
derecesiyle Ki-kare dagilimina sahip oldugu goriilmektedir.
Bagimsiz Ki-kare dagiml iki adet rassal degiskenin oraninin
yogunlugu F dagilimi olarak bilinen, kapali1 ifadesi mevcut olan
bir fonksiyondur, [4, p.28].

Pratik acidan onemli olan bir bagka nokta da denklem
(7)’de verilen orana ait dagilimin giiriiltii varyansindan bagim-
s1z olmasidir. (Giiriiltii varyans: iki katina ¢iktiginda (8)’deki
pay ve payda dort katina ¢ikmakta ancak oranlari sabit kalmak-
tadir.) Bu sebeple (7)’de yer alan F-test olarak adlandirdigimiz
testin uygulanmasi igin giiriilti varyansinin kestirimi gerek-
memektedir.

Analiz penceresi uzunugu secimi veya bir baska deyisle
varsayilan modeli ihlal etmeden kullanilabilecek en fazla sayi-
daki gozlemin secimi icin asagidaki yontemi onermekteyiz:

1)  Model ihlali i¢in tolere edilebilecek bir olasilik belir-
lenir (py;).

2) N kullanilacak gozlem sayisi, M ise Ajp; modelinin
derecesi olarak diisiiniilerek N = M alinir.
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3) N degeri 1 birim arttirilir. (N < N + 1)

4)  Genisglemis analiz penceresinin uygunlugunu test et-
mek i¢in esik degeri (v) F dagiliminin birikimli
dagilim fonksiyonu, K ve N — M — K parametreleri
ile hesaplanir.

V= Frag(l = pui); K,N = M — K).

5) Ap ve Ajprix modelleri kullanarak en kiigiik
kareler yontemi ile parametreler kestirilir ve AKT’ler
hesaplanir: AKTy s = ||len i[> ve AKTy pmx =
llen,m+x|]”

6) AKT degerleri denklem (7)’deki ifadeye yerlestirilir
ve F degeri hesaplanir.

7) Bir onceki adimda hesaplanan F degeri, v esigin-
den biiyiikse genisletilen analiz penceresi reddedilir,
degilse adim 3’ten devam edilir.

Onerilen testin ¢aligmasi su sekilde agiklanabilir: Eger
varsayilan model verilen gozlem i¢in gecerli ise, yiiksek dere-
celi Apr4x modeli ile dogru oldugu varsayilan Ajp; modeli
bilinmeyen sinyal i¢in benzer kestirim sonuglar1 vermelidir.
Genel olarak yiiksek dereceli modelin AKT sonucu, diisiik
dereceli modelin sonucuna gore esit veya daha diisiik ol-
malidir. Eger varsayilan model dogru ise, AKT daki azalim
ilgilendigimiz isarete ait parametrelerin daha dogru kestirimin-
den kaynaklanmamakta, giiriiltiiniin baz1 bilesenlerinin yiiksek
dereceli modelle aciklanabilir olmasindan dolay1r olmaktadir.
Bir bagka deyisle bu durumdaki AKT azalimin yegane se-
bebi giiriiltiiniin de kismen modelin i¢inde yer almaya basla-
masidir. Denklem (7)’de verilen F degeri eger ~ esiginden
(adim 4’te hesaplanan) kiiciikse model ve gozlem vektoriiniin
uyumlu oldugu diisiiniilir. Eger F degeri esik degerinden
biiyiikse, AKT’deki diisiis alisilmadik (p,,; ile gosterilen diisiik
olasilikli olarak yasanabilecek) sekilde biiytiktiir. AKT’ deki
buyiik diigiis gozlem vektoriiniin varsayilan modelle uyumlu
olmamasindan (yiiksek dereceli modelin ilgilendigimiz isarete
uyumlu olmasindan) ya da giiriiltiiden dolay1 p,,; ile iliskili
olan esik degerinin dogru modele ragmen giiriiltiiden dolay1
gecilmesinden dolay1 olacaktir. Model ihlaline daha ¢ok izin
verildik¢ce yani ihlal olasilig1 arttirildik¢a yontem daha fazla
sayida gozlem kullanma egilimi gosterir.

III. ORNEK UYGULAMA: SIFIR KESIM NOKTASI
KESTIRIMI

Onerdigimiz yontemi bir 6rnek uygulama ile gostermek
icin Orneklenmis siirekli zamanli bir isaretin sifir kesim
noktasinin drneklerinden bulunmasi problemini inceleyecegiz.
Siniis isareti i¢in durum Sekil 1’de gosterilmigtir. Bu sekilde,
isaretin giiriiltiilii (SNR = 20 dB) ve giiriiltiisiiz 6rnekleri gos-
terilmigtir. Amacimiz, sekilde gosterilen sifir kesim noktasinin
giiriiltiilii veriden en dogru sekilde kestirilmesidir.

Geleneksel dedigimiz yaklasimda sifir kesim noktasi farkli
isaretli ardigtk iki ornege dogru uydurularak kestirilir. Bu
yaklagimdaki varsayim isaretin yeteri kadar hizli 6rneklendigi
ve basit bir gekilde dogru uydurmanin sifir kesim noktasini
bulmak icin yeterli oldugudur. Giiriiltii altinda sifir kesim
noktasi, dogru parametrelerinin (egim ve ofset) kestirimindeki
hatalardan dolay1 belirli bir hata ile kestirilir. Kullanilabilecek
yaklagimlardan biri giiriiltiiniin etkisini azaltmak icin dogru
uydurmada ikiden fazla noktanin kullanilmasidir. Kullanilan

ornekler gercekten bir dogru iizerinde bulunduklar1 yani model
ihlali olmadig1 siirece fazla sayida nokta kullanma, kestir-
imdeki hatay1 azaltmak i¢in kullanigh bir yaklasimdir.

Sifir kesim noktasinin kestirilmesi su sekilde diisiiniilebilir:
Eger f(t) = m(t — to) isareti, T periyodu ile 6rneklendiyse,

fln] = f(nT) =mT(n—to/T) =aln — z0) = an + b (9)

olacaktir. Burada a = mT, f[n] isaretinin birinci dereceden
farki yani ardarda olan iki 6rnegin degisim hizi, zy 6rnekleme
periyodu (7)) cinsinden sifir kesim noktasi, b = —azg ise
dogrunun ofset parametresidir. Hedefimiz zy’1n kestirimidir.

Sifir kestirimi Sekil 1°deki gibi farkli isaretli ardisik iki
Ornegin bulunmasiyla baglar. Bu iki 6rnek ile birlikte N/2
(N': cift say1) sayida ornek, bulunan orneklerin sagindan ve
solundan alinarak asagidaki gozlem vektorii olusturulur:

rn] = f[n] + wn], n:{—N_l,...,Ngl}.(IO)

2

Yukaridaki w[n] dizisi sifir ortalamali ve o2, varyansli toplanir
beyaz Gauss giiriiltiisiidiir.

Burada islem kolaylig1 i¢in, problemin genelligini kay-
betmeden, orneklerin buguklu sayilarda, 6rnegin N = 2 igin
n = {-1/2,1/2}, alndigim varsaymaktayiz. Bu durumda
|z0| < 1/2 olmaktadir. Sifir kesim noktasinin, zp, kesitirimi
icin ilk olarak agagidaki dogrusal igsaret modeli olusturulur:

r=[t 1][2}—1—11}. (11)
Burada t = [-&-L NELT ve 1 = [1...1)7 siitun vek-
torleri, modelin goriintii uzaymn doguran vektorlerdir. {a,b}
ise bilinmeyen model parametreleridir. Bu tanimlarla zo’in
maksimum olabilirlik kestirimi Zy = —b/a seklinde yazilabilir.

Burada {d,b} onceden bahsedildigi gibi en kiiciik kareler
¢Oziimii ile yapilan model parametreleri kestirim sonuclaridir.

Beyaz giiriiltii altinda gozlemlenen dogru fonksiyonu igin
stfir kesim noktast kestiriminin Cramér—Rao alt sinirinin su

sekilde yazilabilir:
o2 1222
CRB,, = —“ (1 0 12
R (i) o

Bu ifadeden model ihlali olmadig1 (eldeki ornekler gercekten
dogru iizerindeyse) ortalama karesel hatanin (mean square
error, MSE) ornek sayist ile ters orantili sekilde azalmasi
beklenir. Diger yandan fazla sayida 6rnek kullanilmasi, Sekil
1’deki oOrnekten de goriilebilecegi ilizere varsayilan dogru
yapisinin ihlal edilmesinden dolayr olumsuz yonde etkili ola-
bilir. Bu uygulamada amacimiz azami sayida 6rnek (analiz
penceresi uzunlugu) kullanarak sifir kesim noktasinin kestirim
hatasini azaltmaktir.

Hesaplamanin ilk adimi olarak isaretleri farkli olan iki
ardigtk ornek bulunur. Bu iki noktaya dogru uydurarak sifir
kesim noktas1 kestirilir. Bir sonraki adimda, bu bildiride agik-
lanan yontem ile 4 adet nokta kullanmanin dogru uydurulmasi
icin uygun olup olmadig1 sinanir. Dogru ve daha yiiksek dere-
celi (karesel veya kiibik) ifadeler 4 adet noktaya uydurularak
AKT degerleri hesaplanir ve F-test uygulanir. Eger 4 noktanin
dogru modeli icin uyumlu oldugu goriiliirse, ayni iglem 6 nokta
i¢in tekrarlamir. Islemler silsilesi dogru modeli varsayiminin
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Ornekleme Frekansi = 8 x Nyquist , xg = 0.3 SNR= 20dB
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Sekil 1: Giiriiltiili ve giiriiltiistiz siniis isaretler

F-test sonucunda ihlal edildigi sonucu ¢ikana kadar devam
eder. F-test iglemleri sonucunda dogru modeline uyan eldeki
en yiiksek sayidaki ornekler kullanilarak sifir kesim noktasi
kestirimi yapilir. Sekil 1°deki ornekten, sifir kesim noktasinin
etrafinda 4 veya 6 adet noktanin kullaniminin dogru modeli
icin uygun olacagi, 8 nokta kullaniminin ise uygun olmayacagi
gorsel bir degerlendirme ile sOylenebilir. F-test benzer bir
degerlendirmeyi otomatik olarak gergeklestirmek igin Oneril-
mektedir.

Sekil 2’nin iist tarafinda giiriiltiisiiz ve ornekleme frekansi
Nyquist frekansinin 18 kat1 olan bir siniis isareti gosteril-
mektedir. Alt tarafinda ise SNR = 35 dB’de 10.000 adet
Monte Carlo kosturumu sonucunda elde edilmis ve kullanilan
nokta sayisinin dagilimini gosteren histogram verilmistir. Bu
senaryo icin deneylerin ¢ogunda F-test yonteminin 8 adet
noktayi sectigi goriilmektedir. Eger ayni sinyal daha diisiik bir
hizda 6rneklenseydi, dogru uydurulmasi i¢in sifir kesim noktasi
etrafindaki daha az sayida noktanin kullanilmasi beklenirdi.

Sekil 3’te sonuglar1 gosterilen ikinci bir deneyde, Oneri-
len yontemin sifir kestirimi problemi igin farkli 6rnekleme
frekanslarindaki bagsarimi incelenmistir. Sekil 3’te, F-test ta-
banl sifir kesim noktas1 kestirim yonteminin geleneksel yon-
teme gore sinyal yeteri kadar hizli 6rneklendigi yani sifir kesim
noktasi etrafinda dogru uydurulmasi i¢in yeterli sayida nokta
bulundugu zaman avantaj sagladig1 goriilmektedir.

IV. SonNuc

Bu calismada, 6nceden belirlenen dogrusal modele uygun
uzunlukta analiz penceresi se¢imi igin genel bir yontem One-
rilmektedir. Onerilen yontem, isaret isleme alaninda bircok
probleme uyarlanabilecek niteliktedir. Ornek bir uygulama
olarak dogru uydurulmasi i¢in nokta sayisi se¢imi problemi
calisilmigtir. Caligilan uygulamaya benzer bir uygulama [2]’de
yer almaktadir.
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